Inégalité de Le Cam

Lemme — Soient X etY deux var discretes a valeurs dans N. Alors

VA CN,

P(XeA)-P(Y cA)|<P(X#Y).

DEMONSTRATION
Soit A C N. Alors

PXeA)=PXecANXAY)+P(XeAnNX=Y)<PX#Y)+P(Y € A)
Symétriquement on trouve
PYeA)KPX#AY)+P(X €A

Ces deux inégalités sont suffisantes pour conclure. 0

Théoreme
Soient A € R etn € N* tels que 0 < 2\ < n.
Alors si X ~ B (n,2) etY ~P(\), ona

io\IP’(X:k)—IP’(Y:k)\ <—

DEMONSTRATION
On note p = 2. On définit la loi m,, sur N x {0; 1} par:

P(X=Y=0)=eP?—p(l—e?)
P(X=0,Y=1)=p(1— )
P(X=1Y =0)=
P(X=Y=1)=pe™?

Vi e N —{0;1}, P(X=kY=1)=0
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Comme

PX=Y=0=eP?1+p) —p
>(1=p)(14+p)—p=1-p"—p

>21-2p=>0
et
+o00 oo 4
Z[P<X:k7Y:0)+P(X:k,Y:1>}:e_P+p€—P+Z]9_€—p
k=0 P k!

=1
cette loi est bien définie.
De plus si le couple de variables aléatoires (X, Y') suit la loi m,, alors X ~ P (p)
etY ~ B(1,p).
Soient (X1,Y1), ..., (X,,Y,) couples de variables aléatoires i.i.d. de loi m,.
Alors X = X4+ X, ~P(NetY =Y, -+ Y, ~B(n,2).

Onnote A={keN/P(X=Fk =P =k)}.
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Alors

Y P(X =k -P( =k)

=N PX=k-PY=k]+ > [PY=k-PX=k]

keA keN—-A

—P(XeA)-PY ecA)+P(XeN-—A) P eN—A)
<2-P(X#Y)

<2-P(Jie[lin], X;#Y)

<2) P(X;#Y;)=2n-2) P(X;=Y))
=1 =1

<2-2) [P(X;=Y;=0)+P(X;=Y;=1)]

<2n—2n- [eP(1+2p) —p]
<2n—2n-[(1-p)(1+2p) —p] = dnp® = —

On a établit I’inégalité souhaitée. Comme celle-ci ne dépend que des lois de X et
de Y, et pas de leur couplage, alors on a établit I’inégalité dans le cas général. []

Corollaire — Soit A > 0. On a la convergence en loi

B(n,é) — P(N).

n n—-+oo
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